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摘　要:首先获得了矩阵非奇异的一类条件 , 在此基础上 , 给出了一类矩阵特征值的 Gerschgo rin型包含域 , 最

后给出了一个数值例子 。

关键词:特征值;Gerschgorin圆盘;B raue rC assin i卵形;非奇异性;不可约

中图分类号:O151.21　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 (2007) 02-0005-04

　　矩阵特征值的计算与估计在实际应用中具有重

要的意义 。熟知的 Gerschgo rin圆盘 , B rauer Cassi-

ni
[ 1]
卵形等都能对矩阵的特征值在复数平面上的位

置作出一个较为准确的估计 , 它们有着很多的推广

和应用
[ 2 - 3]

。文 [ 3]给出了一类包含在 Gerschgo rin

集中的特征值包含域 。本文利用文 [ 3]的思想 , 给

出了复数矩阵非奇异的一类条件 , 从而得到了复数

矩阵特征值的一类 Gerschgo rin型包含域。设 A =

(a ij)∈ Mn (C)是 n阶复方阵。记 N ={1 , 2, … ,

n}。σ(A)表示 A的全部特征值组成的集合 。 i∈

N , 记

R i(A) = ∑
k∈N , k≠i

|aik |, Ci (A) = ∑
k∈ N, k≠i

|aik |

(1)

引理 1　(Gerschgorin)设 A =(aij)∈ Mn (C),

λ是 A的任一特征值 , 则存在 k ∈ N , 使得 |λ-

akk |≤Rk (A)。

记 Γi (A) ={z∈ C:|z - aii |≤R i(A)}, Γ(A)

=∪
n

i =1
Γi(A) , Γi(A)称为 Gerschgo rin圆盘 , Γ(A)

称为 Gerschgo rin集。σ(A) Γ(A)。

1　主要结果

A =(aij)的比较矩阵定义为M (A) =(m ij) ,

其中:m ii =|a ii |,m ij =-|aij |, i≠ j,  i, j∈ N。设

S是 N ={1, 2, …, n}(n ≥ 2)的任一非空子集 ,  S:

=N - S 表示 S在 N 中的补集 。 i ∈ N , 记

R
S

i (A):= ∑
k∈ S, k≠i

|a ik |,R
 S
i (A):= ∑

k∈  S , k≠i

|a ik |,

C
S

i (A):= ∑
k∈ S , k≠i

|ak i |, C
 S
i (A):= ∑

k∈  S , k≠ i

|ak i |。

定理 1　设 A =(aij)∈ M n (C), α是区间 [ 0,

1] 中的任意一个数 , 记  t∈ N , xt =αR t(A) +

(1 - α)Ct (A) , 若  i∈ S ,  j∈  S , xi >0, |ajj |-

αR
 S
j (A) - (1 - α)C j(A) >0 , 且

(|a ii |- α∑
t∈ S , ≠i

xt

xi
|ait |- (1 - α)C i(A))

(|a jj |- αR
 S
j (A) - (1 - α)Cj(A)) >

α
2 1
xi

R
 S
i (A)∑

t∈ S

xt |ajt | (2)

则 A非奇异 。

证明　令

Gi =
|αii |- α∑

t∈ S , ≠i

xt

xi
|αit |- (1 - α)C i(A)

1

xi

αR
 S
i (A)

, i∈ S ,

(3)

gj =
α∑

t∈ S

xt |αjt |

|a jj - αR
 S
j (A) - (1 - α)Cj(A)

, 　j∈  S

如果
1

xi

αR
 S
i (A) =0,则令 Gi =+∞。由 (2)式 , Gi >

g j ,  i∈ S ,  j∈  S , 因此存在一个正数 d , 使得

Gi >d >gj ,  i∈ S ,  j∈  S (4)

根据假设 ,  i∈ S , xi >0,故而可构造正对角矩阵D

=d iag(d1 , d2 , …, dn ),其中 d i =xi , i∈ S;d i =d , i∈

 S。记 B =AD =(bij), 则对 B有

(1) i∈ S ,

|bii |- αR i (B) - (1 - α)Ci(B) =xi |a ii |-

α∑
t∈ S, ≠ i

xt |a it |- (aR
 S
i (A))d - (1 - α)xiC i(A) =
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xi [ |a ii |- α∑
t∈ S, ≠i

xt

xi
|αit |- (

1
xi

αR
 S
i (A))d -

(1 - α)C i(A)] 。

(Ⅰ)如果
1

xi
αR
 S
i (A) =0 , 则由假设 xi >0以及

(2)式直接可得

|bii |- αR i(B) - (1 - α)C i(B) =

xi |[ a ii |- α∑
t∈ S, ≠i

xt

xi
|αit |- (1 - α)Ci(A)] >0

　　 (Ⅱ)如果
1
xi

αR
 S
i (A)≠0,则由假设 xi >0以及

(4), (3)式 , 可得

|bii |- αR i(B) - (1 - α)C i(B) >

xi [ |aii |- α∑
t∈ S , ≠ i

xt

xi

|a it |- (
1
xi

αR
 S
i (A))Gi -

(1 - α)C i(A)] =0。

(2) j∈  S ,由 |a jj |- αR
 S
j (A) - (1 - α)Cj(A)

>0 , 以及 (4), (3)式 , 可得

|bjj |- αR j(B) - (1 - α)Cj(B) =d |ajj |-

α∑
t∈ S

xt |ajt |- (αR
 S
j (A))d - (1 - α)d iCj(A) =

d(|ajj |- αR
 S
j (A)-(1 - α)C j(A))- α∑

t∈ S

xt |αjt |>

g j(|ajj |- αR
 S
j (A) - (1 - α)C j(A)) -

α∑
t∈ S

xt |αjt |=0

于是  k ∈ N , |bkk |>αRk (B)- (1 - α)Ck(B)。

即 B =AD是一个严格的 α-对角占优矩阵 , A为广

义 α-对角占优矩阵 , 依据文 [ 4]的定理 4.1, 可知

A为 H-矩阵。所以 A非奇异 。

定理 2　设 A =(aij)∈ Mn (C)为不可约矩阵 ,

α是区间 [ 0, 1]中的任意一个数 , 记  t∈ N , xt =

αR t(A)+(1 - α)C t(A),若  i∈ S ,  j∈  S ,有 xi >

0, |ajj |- αR
 S
j (A) - (1 - α)C j(A) >0, 且

|aii |- α∑
t∈ S, ≠ i

xt

xi

|a it |- (1 - α)Ci(A)  

|a jj |- αR
 S
j (A) - (1 - α)C j(A) ≥

α
2 1

xi
R
 S
i (A)∑

t∈ S

xt |a jt | (5)

且 (5)式中的不等式至少有一个严格成立的 , 则 A

非奇异 。

证明　Gi , gi 如定理 1中 (3)式所定义 , 由

(5)式 ,

Gi ≥ g j,  i∈ S ,  j∈  S (6)

并且由命题条件 , (5)式中至少存在一个严格不等

式 , 从而存在数 l, 使得

Gi ≥ l≥g j ,  i∈ S ,  j∈  S (7)

由于 A不可约 , 故存在 ajt≠0, j∈  S , t∈ S , 根据

g i的表达式 (3)式 , 因此有 l>0。构造正对角矩阵

D =diag(d1 , d2 , … , dn ), 其中 d i =xi , i∈ S;d i =

l, i∈ S。记 B =AD =(bij), 则对 B有

(1) i ∈ S , |bii |- aR i(B) - (1 - a)Ci (B) =

xi |a ii |- a ∑
t∈ S, ≠ i

xt |ait |- (aR
 S
i (A))l - (1 -

a)xiCi (A) = xi [ |aii |- a ∑
t∈ S , ≠i

xt

xi

|ait |-

( 1
xi

aR
 S
i (A)l - (1 - a)C i(A)]

(Ⅰ )如果
1
xi

aR
 S
i (A)=0, 则由 xi >0以及 (5)

式直接可得

|bii |- aR i(B) - (1 - a)C i(B) =

xi [ |a ii - a ∑
t∈ S , ≠i

xt

xi

|ait |- (1 - a)C i(A)] ≥ 0

(Ⅱ)如果
1

xi

aR
 S
i (A) ≠0, 则由假设 xi >0以

及(7)和(3)式 , 可得

|bii |- aR i(B) - (1 - a)C i(B)≥

xi [ |a ii |- a ∑
t∈ S, ≠ i

xt

xi
|a it |- ( 1

xi

aR
 S
i (A))

C i - (1 - a)Ci(A)] =0

(2)  j∈ S , 由 |a jj |- aR
 S
j (A) - (1 -a)C j(A) >

0,以及(7)和(3)式 , 可得

|b jj |- aR j(B) - (1 - a)C j(B) =l|a jj |-

a∑
t∈ S

xt |a jt |- (aR
 S
j (A)l - (1 - a)lC j(A) =

l(|ajj |- aR
 S
j (A)-(1 - a)Cj(A)) - a∑

t∈ S

xt |ajt |≥

g j(|a jj |- aR
 S
j (A) - (1 - a)C j(A)) -

a∑
t∈ S

xt |a jt |=0

于是  k ∈ N , |bkk |≥ aRk (B) - (1 - a)C j(B)≥

R
a

i (B)C
1 -a
i , 并且由于 (5)式 (或者 (7)式 )之中至

少有一个不等式是严格成立的 , 因此由上面的推导

过程 , 至少存在一个 k使得 |bkk |≥aRk (B) - (1 -

a)Ck (B) >R
a

k (B)C
1-a

k 严格成立。又 A不可约 , 故

B , M(A)与M (B)(A与 B 的比较矩阵 )不可约 ,

依据文 [ 5]的引理 2, 可知 M (B)为 H -矩阵和 M

-矩阵。从而 A也为 H -矩阵 。所以 A非奇异。证

毕。

 i∈ S ,  j∈  S ,记集合

Υ
 S
j := z∈ C |z - ajj |≤ aR

 S
(A)+(1 - a)Cj(A)

( i∈  S)

6
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ΧS
i, j:=

z∈ C

(|z - a i i |- a ∑
t∈ S , ≠i

xt

xi

|a i t |- (1 - a)Ci(A)) 

(|z - a
jj
|- aR S

j
(A) - (1 - a)C

j
(A))≤

a2 1

xi

R Si (A)∑
t∈ S

xt |a jt |

定理 3　设 A =(a ij)∈ Mn (C) , α是区间 [ 0,

1] 中的任意一个数 , 记  t ∈ N , xt =αR t (A) +

(1 - α)Ct(A), 若  i∈ S , xi >0 , 则 A的任一特

征值位于下列并集之中 , 即

σ(A) (∪
j∈  S

Υ
 S
j )∪ ( ∪

i∈ S , j∈  S
Χ

S

i, j) (8)

证明　设 λ是 A的任一特征值 , 则 λE - A不

可逆 , 故不能满足定理 1的全部条件 。

注 1　在定理 3中有一个条件: i∈ S , xi >0 。

如果此条件不能满足 , 则 a ii是 A的特征值 , 此时

只需要考虑 aii在 A中的余子矩阵即可。

在定理 1与定理 3中取 α=1 , 则可得以下更

为简化的特征值包含域。

推论 1　设 A =(a ij)∈ Mn (C) , 记  t∈ N ,

yt =R t(A) , 若  i∈ S , yi >0 , 则 A的任一特征

值位于下列并集之中

σ(A) (∪
j∈  S

Υ
 S , 1
j )∪ ( ∪

i∈ S, j∈ S
Χ

S , 1
i, j )

其中 , Υ
 S , 1
j := z∈ C ||z - ajj |≤R

 S
j (A) ( j∈  S)

而

Χ
S , 2
i, j := z∈ C |(|z - aii |- ∑

t∈ S, ≠ i

yt

yi

|a it |) 

(|z - ajj |- R
 S
j (A))≤

1

yi

R
 S
i (A)∑

t∈ S

yt |ajt |

推论 2　设 A =(aij)∈ Mn (C) , 则 A的任一

特征值位于下列并集之中

σ(A) (∪
j∈  S

Υ
 S , 2
j )∪ ( ∪

i∈ S, j∈ S

Χ
S , 2
i, j )

其中 , Υ
 S , 2
j := z∈ C ||z - ajj |≤R

 S
j (A) ( j∈

 S)而

Χ
S , 2
i , j := z ∈ C |(|z - aii |- R

S

i (A)) 

(|z - a jj |- R
 S
j (A))≤R

 S
i (A)R

S

i (A)

　　证明　在定理 1的证明过程中 , 取 α=1 , 并

将  t∈ N , xt都取为常数 , 如 xt =m ax
t∈N

R t(A) , 再

次完全重复定理 1与定理 3的证明过程 , 即可获得

结论。证毕 。

注 2　推论为文 [ 3]之定理 6, 也是该文的主

要结果 。

2　一个算例

例设

A =

1
1

2

1

2

0 i 1

0 1 - 1

A的 G erschgorin集为

Γ(A) ={z ∈ C ||z - 1 |≤ 1}∪

{z ∈ C ||z - i|≤ 1}∪ {z ∈ C ||z +1 |≤ 1},

取 S ={1, 2},  S ={3}, α=1 , 则推论 1所给区域

为

Γ(A) ={z ∈ C |(|z - 1|-
1

2
)|z +1 |≤

1

2
}

∪ {z∈ C ||z - i||z +1 |≤ 1}∪ {- 1}

区域如图 1所示。

图 1　最外面的为 Gerschgorin集;粗线围成的区域为推论 1

所给区域;大黑点为 A的 3个特征值

F ig.1　Gerschgo rin se t is bounded by m ost ex te rnal lines. The

area g iven by coro llary 1 is bounded by bo ld line s;The da rk

do ts a re the e igenva lues o fA.
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横弯曲组合变形 , 采用新的失稳判据 δm ax /l0 =1%

或 δmax /l0 =2.52%, 从理论分析和实验结果来看是

合理的 。
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Abstract:A vertical and horizonta l bending ca lculation o f the suppo rting po le in curtain w all stru t-cab le struc ture

is presented, and the stab ility o f the po le is discussed. The bending diffe rential equa tions of supporting po le w ith

ax ial and latera l loads are estab lished, and the pa rticu lar p rocesses o f so lv ing the equations are given. A new insta-

b ility criterion o f the po le is founded w ith the help o f experimen ts. Then critica l stress fo rmulas of stru t ba r are im-

proved w ith themodifica to ry coefficients. The experimenta l results show that the improved formu las are precise and

valid.

Key words:curtain w all supporting po le;ve rtical and ho rizontal bending;bending differentia l equations;instabil-

ity crite rion
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Abstract:Firstly, a class of conditions o fma trix being nonsingu lar is obta ined, and equivalen tly, a class o fGer-

schgorin inclusion a rea of matrix is presen ted. A t last, an example is given.

Key words:eigenvalue;Gerschgo rin disk;B raue rC assin i oval;nonsingularity; irreduc ib ility

19


